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Objetivos:
1) Servir de introdugao ao modo mateméatico de pensar, incluindo nogées basicas de logica.
2) Mostrar a necessidade de provas rigorosas e ensinar a redigir demonstragoes.
3) Abordar topicos fundamentais de Andalise Mateméatica que ndo costumam ser vistos nos cursos
de Calculo.
4) Discutir topicos de Anéalise Funcional importantes para a Fisica, com diversas aplicagoes a
Mecéanica Quéantica.
5) Incentivar a curiosidade e exploragdo de topicos de fisica matematica através de iniciativas
individuais e coletivas.
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Capitulo 2

Conjuntos

Atencgao a construcao da notacao!

2.1 Nocoes basicas

Nocgoes primitivas: Fica decretado que ha conjuntos e ha elementos. Elementos podem ter re-
lagdo de pertencimento a um conjunto: = € A ( x(elemento) pertence a A(conjunto)). Caso
contrario x ¢ A( x nao pertence a A).

Axioma da extensao: A= B < ((Vz)(x € A) > x € B)A((Vz)(x € B) » z € A)).
Observe o simbolo logico N\, significando o conectivo "e", de requerimento conjunto das especifica-
coes que ele conecta. Em contraste V, "ou", requer a validade de um, outro ou os dois requerimentos
conectados.

Demonstracao da igualdade de conjuntos requer mostrar os dois requerimentos acima.
Contra-exemplo: Vamos associar o conjunto dos ascendentes de uma pessoa( pais, avds, bisavds,
etc) a cada pessoa. Dada uma pessoa, estd associado um conjunto. Porém, ndo vale o axioma da
extensao: Joao e Maria, irmaos, tem os mesmos ascendentes, mas sao distintos.

obs: ) = {z,x¢0} Nao ha z € 0.

Relagao de continéncia: A C B «» ((Vz)(z € A) — x € B) ( A esta contido em, ¢ subcon-
junto de, B). Nao contido: AlC B.

E transitiva, AC BAB C C — A C C, reflexiva A C A e antissimétrica, AC BABC A —
A=DB.

Questio: a relacdo de pertencimento € reflexiva? Pode ser reflexiva em um caso particular?
Axioma da especificagao: qualquer requerimento( especificagdo) sobre elementos de um con-
junto define um subconjunto). Notagdo para o requerimento R sobre os elementos x de A ( por
exemplo R(x) significa x é amarelo.) definindo o subconjunto Ag, Agr = {x € A|R(x)}

Obs:A < B < ((Vx)(z € A) — 2 € B)A(A # B) ( A esta contido estritamente em, é subconjunto
proprio de, B)

Axioma das partes Conjunto poténcia, ou das partes (Power set) P(A) = {B|B C A}. As
vezes se usa Py ou 24. Ou B € P(A) +» B C A. Obs: ) € P(X). Obs: Conjunto de conjuntos!
Axioma da uniao JAU B = {z|x € AV z € B}.



Intersecao AN B = {z|x € ANz € B}. ( Garantido pelo axioma da especificacio. )
Disjuntos e subconjuntos AN B = (), A e B disjuntos; ANB=B<+ ACB

Axioma do pareamento, ou da formacao de pares nao ordenados: Dados conjuntos A
e B, 3{A, B}. Obs: {A, A} = {A}. {A} # A. ( singleton, singeldo(?))
Teorema 2.4 A, B, C, X e Y sao conjuntos
i) (AN B C A), analogamente (ANBCB). X CAANXCB—-XCANB
ii) A C AU B, analogamente BC AUB. (ACY)A(BCY)— (AUB)CY
iii) e iv)U e N sdo comutativas (AN B = BN A) e associativas(AU (BUC) = (AU B)U ().
v) N é distributiva em relagdo a U e vice-versa
vi) AUD=Ae AND=1
vii) U e N sdo reflexivas
viii) AU(ANB)=Ae AN(AUB)=DB
ix)ACB— AUC C BUC, analogamente AC B— ANCcBNC
x) AUB=A+ BCA

Diferenca de conjuntos A\B = {x|z € A e x¢B}

Diferenca simétrica: AAB = A\BU B\A.Obs: AAB = BAA.

Exemplo: considere E, o conjunto de todas os campos elétricos solucoes da eletrostdtica para a
regigo do espago b = {rlr < 2}, e considere B o conjunto andlogo de solug¢oes da magnetostatica.
AAB, corresponde ao conjunto de todas as solucoes de campos elétricos ou magnéticos que nao
sejam no vdacuo! Tem de ter fonte em b, para que o campo esteja no conjunto.

Complemento: Para B C A, define-se A\B = C4B ( complemento de B em relacao a A).
Quando o "conjunto universo U"é claro CyB = B¢ = B’. Obs: Nao se aceita hoje em dia um
conjunto universo "universal".

Exemplo. Seja E como no exemplo anterior e considere o subconjunto dos campos com fonte nula,
Ey = {z € E|R(x)}, onde R(z) significa divergéncia de x € nula. E' € o conjunto dos campos
elétricos com fonte nao nula em b. Note que nesse caso E' coincide com E\B.

Propriedades
i) (A% = A; ii) AC B« B®C A iii) A= 0« A°=U;

iv) (AUB)*=A°NB° e v)(ANDB)*=A°UB° (iv e v sao as leis de Morgan)

2.2 Produto cartesiano, relacoes e funcoes

Par ordenado, nog¢ao construida a partir de conjunto: (a,b) = {{a}, {a,b}}. Obs: se a=b entao
(a,b) = {{a}}(par odernado)# {a}(singleton). Na pratica: (a,b) = (¢,d) <> a =cAb=d.
Tripla ordenada (a,b,c) = (a, (b,¢)) = {{a},{a, (b,c)}} = {{a},{a,{b,{b,c}}}}. Gastam-se mui-
tas chaves para se definir exclusivamente com nocao de conjunto! Mais prdtico tomar ordena-
mento como parte da estrutura axiomdtica.
Produto cartesiano Conjunto de todos o pares ordenados. A x B = {(a,b)|la € AANb € B}.
Generalizacao imediata A x B x C'....

Relacoes



Uma relagao R do conjunto A para o conjunto B definida por: R C A x B. Um elemento de R
é da forma (a,b) € A x B, escrito aRb. Obs: aRb A aRc nao implica ¢ = b.

Como conjuntos, relagoes herdam as nocoes de intersecoes e unioes.

Quando A=B, temos relacio em A, R C A x A. Ex: Considere A = P(B). A relacdo R é
definida como (By, By) € Rc <+ By C By, onde By, By € A.
Outro exemplo importante é a relagao identidade: para a,b € A, Zds = {(a,b)|a = b}. Observe
que a relacao identidade satisfaz trivialmente as propriedades
1) Reflexiva, (Va € A)aZd sa; 2) Simétrica, aZdab <> bZd ya; Transitiva aZdab A bZd sc¢ — aZd sc.

Uma relacao de equivaléncia é definida pelo conjunto de 3 requerimentos acima imposto a
uma relagao. Talvez seja necessario promover a relagao a uma relagao sobre A.
Consequéncia: Classe de equivaléncia. [a]r = {b € A|aRb} = a/R.Obs: {[a|r € A} = A/R.
Conjunto de todas as classes de equivaléncias.
Propriedade: Cada elemento do conjunto pertence a uma tnica classe de equivaléncia. FExemplo.
Considere o conjunto de todos os campos vetomazs {A( ")}, potenciais da magnetostdtica. Defina

a relagao de gauge AGA = {(A,A)]A = A + Vw}, para alguma funcao (7). A relagio assim
definida caracteriza a equivaléncia entre os potenciais relacionados por transformacoes de gauge.
Os campos magnéticos nao estao relacionados aos potenciais vetores, jd que diferentes potenciais
produzem 08 mesmo campos magnéticos, mas as classe de equivaléncia dos campo relacionados por
transformacoes de gauge.
Quais as classes de equivaléncia de ZdA?

Dominio: dom R={z|Jy € B,zRy}; Imagem: imag R={y|3x € A,zRy}. Se imag R=B,
entdo relacdo para B é dita relagdo sobre (onto) B. Questao: E P4 ele proprio uma relacio? Quais
seriam dominio e imagem? E possivel falar de classes de equivaléncia?
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Fungoes Uma relagdo f de A para B é uma funcao se: 1) Paraa € Aeb,c € B, aRb A aRc —
¢ =b; 2) dom f=A. Notagdo para elementos da relagdo, (a,b) € f: afb ou b=f(a). Notagdo para a
relacdo f: A — B. Obs imag fC B.

Classificagoes: 1) Injetiva, se f(z) = f(z) — z = T; 2) Sobrejetiva se Imag f=B; Bijetiva se
satisfaz aos dois requerimentos acima, injetiva e sobrejetiva.

Imagem de um conjunto: Se f: A — B, e C C A, f(C)={y € B|3ce C,y = f(c)}.
Imagem inversa de um conjunto:Se f: A — B,e C C B, f71(C) ={x € A|3c € C,c= f(x)}.

Teorema 2.19 ( f: A — B)
1) f(A1UAs) = f(A1) U f(A2)
2) f(A1 N As) C f(A)) N f(Ag). Obs: (VA1 As C A), f(A1 N Ag) = f(A1) N f(A2) < f é injetiva.
3) Ay C Ay — f(A1) C f(Ay)
4 f(0) =
Teorema 2.22( f : A — B)

1) f~YB1UBy) = f(B1)U f(Ba)
2) f7H BN By) = f71(B1) N fH(By).
3) B C By = f71(By) C f(By).

4) f~1(Bf) = ( Y(B1))5

5) [71(B) =



6) f71(0) =10
Observe que relagoes menos restritas 2.19-2 e f(A) C B sao substituidos por 2.22-2 e -5.
Transformacao em X: f : X — X e f é bijetiva. Caso especial: Transformacao identidade,
f=Tdy. ( f(x)=x).
Composigao de fungées: f: X - Y, g:Y — Z. h=gof se h(z) = g(f(z)).
Obs f(X) C Y, ndo necessariamente f(X) =Y.
Propriedade: Composigao ¢ associativa, ho(gof)—(hog)of.
Fungao inversa. f: X - Y eg:Y — X.
1) g é inversa a esquerda de f se gof=Zdy, ie, g(f(x))=x.( g <> f é injetiva.)
2) g é inversa a direita de f se fog=Zdy, ie, f(g(y))=y.( g <> f é sobrejetiva )
3) inversa: g = f~! se satisfaz as duas condigoes acima. ( Jg <+ f & bijetiva)

Exemplos: (f; : R = RT, fi(z) = 2?) e (fo == R" = R, fo(z) = Vx). hi(z) = £/x sdo
inversas a direita de fi. g = 2?0(x) + h(x)O(—x) sao inversas a esquerda de f, para qq h.

Extensao e restricao de funcoes

Sejam AC X, f: X =Y, f': A—=Y. Se f(a) = f'(a),Va € A, entdo f é extensdo de f’ de
A aXe f'érestricdo de f de X a A. Notacao f' = f|a.
Funcao de Inclusao: restricao da identidade de X a A. Zdsy = Zdx|4. Entao operacao de restrigao
se reduz a composicao de fungoes: f|4 = foZd4. Isso é 1til para obter propriedades da restri¢ao,
tais como continuidade, a partir da composic¢ao.

2.3 Conjuntos infinitos e cardinalidade

Conjuntos finitos:

Conjuntos bésicos: N,, = {1,2,3....,n} = {k € N|1 <=n}

A é Conjunto finito se houver bijegao de A para algum N,,. Card(A)=n.(Cardinalidade)

Conjunto infinito: nao é finito.

Enumeracao de conjunto oo: Correspondéncia biunivoca de A nos naturais N. Conjunto
enumeravel: E finito ou ha enumeracio aos Naturais.

Exs: N, A= {z € N|3n,z = n*}, Inteiros Z.

Teorema: Todo subconjunto oo de conj. enumeréavel é enumeravel. Demo: Recursivamente
retirar os elemento enumerados do conjunto que nao pertencem ao subconjunto.
Teorema( paradoxo de Galileu): A é infinito «+» JA" << A, ie, A admite bijecdo a subconjunto
proprio.

Teorema: Usando o axioma da escolha se pode construir um subconjunto enumeravel de qq
conjunto infinito.

Axioma da ecolha: Para qq A, existe funcao de escolha Escy, cujo dominio é Py e tal que
Esca:Pa— AVB € Pa, Esca(B) € B. Discutir

Conjuntos enumeraveis: Exemplos
e Se A é enumeravel, A x A também é. Método anti-diagonais Se a; é enumeracao de A, a enume-
ragdo de A x A é dada por exemplo como: (a;,a;) — b@ﬁ.
e Corolario: Conj. dos racionais é enumeravel. * € Q — = = q/p. Mas (¢, p) define subconjunto
de N x N, e portanto ¢ enumeravel.



e Teorema: Uniao enumeravel de conjuntos enumeréaveis é enumeravel. A® = U;_; o A;. Enume-
ragao dos A4;, Vi, A; ={a;;|j =1..00}. Enumeracao dos (i,j) define enumeracao do A*.

e Considere os conjunto dos ntimeros algébricos: solucoes de equacgoes polinomiais de grau n com
coeficientes inteiros. Os polinomios, Y | a;2*, podem ser enumerados (indice h =", |a;| +n —1
) e as raizes sdo finitas—> naumeros algébricos, ex V2 ou V2 + \/5, sdo enumeréveis. (Teorema de
Cantor)

Afinal: Todo conjunto é enumeravel? Cantor novamente: R nao é enumeravel.
Demonstracao: Por reducao ao absurdo. Reduzir a 0<x<1. Enumerar os reais. Tomar para cada
real r; o j-ésimo digito da descricao decimal de r;. Formamos a matriz de ntimeros a;;. Basta
construir o ntimero decimal qq com o cuidado de fazer o i-ésimo digito distinto de a;. Esse é
um numero real entre 0 e 1 e distinto de todos os reais, ja de difere de todo r; no i-ésimo digito.
Contradicao.

Chega-se a conclusao de que ha ntimero real transcendente: diferente de qualquer algébrico.

Curiosidade: Existem potencias irracionais de irracionais que sao racionais. Demonstracao nao

construtiva. Considerar x = \/5\/5 eg= 2V2 = 2. Entao se x for racional, o exemplo é x. Se x for
irracional o exemplo é g. ( Argumento tipico da prova de Goeddel).

Equipoléncia: A ~ B se existe bijecao entre A e B. Se escreve iguais cardinalidades.

Card(N)=%y Aleph zero; Card(R)=c=Card(2"), continuo, como veremos. Obs: (2V) ¢ na
realidade conjunto das funcoes caracteristicas, f=K dos subconjuntos de N. VA € Py, 2V =
{Ks:N—{1,0}|K(x)=1sex € A, f(xr) =0se x¢A}.

Hierarquia de cardinalidades: Todos pares de conjuntos sao comparaveis. Quer dizer, ou existe
injecao de A em B ( Card(A)< Card(B) <= A= B), ou o reverso, ou entdo ambos. Se existe
inje¢ao de A em B mas nao existe de B em A entao Card(A)<Card(B), A<B. Teorema de Zermelo.

Teorema de Schroder-Bernstein. Se valem as duas desigualdades acima entao A é equipolente
a B. (Duas inje¢oes, de A em B e de B em A garantem a existéncia de bijegao)

Dois resultados importantes:

1) Card(A)<Card(24), teorema de Cantor.
2) 2% = ¢ Dai: niimero de classes de infinitos ¢ infinito!

Hipotese do continuo. Nao ha cardinalidade intermediéria entre Naturais e continuos. Godel
mostra consisténcia das validade e nao validade com teoria dos conjuntos.

Ordenamento A hierarquia associada & Cardinalidade remete a relacdo de ordenamento.
Ordem parcial( Conjunto +ordem parcial=poset)

Ordenamento parcial é relagao no conjunto reflexiva, transitiva mas com requisito mais fraco
que simetria: aRb A bRa — a = b. Simetria seria aRb = bRa. Exemplo: P4 com relacao de
ordem parcial A{RA, < A; € A,

Ordem total ou linear: Para todo par de elementos ou aRb ou bRa. Ex: Q, <.

Boa ordenacao: Para qq subconjunto existe mais precedente: VA; € Py, 3ay € A;|Va; €
AZ‘, CL()RCLj.

Teorema de Zermelo: Todo conjunto pode ser bem ordenado. Obs: {x € R|0 < x < 1} nédo é
bem ordenado por <. Ninguém construiu explicitamente a boa ordenagao.



2.4 Exerciclos

Capitulo I

1) Verifique a traducdo para o portugués usual e corrija: P(x) <= x é uma pessoa; A(x,y)
<= x ey sdo amigos; F(x) <= x ¢é feliz. (Vz)[P(z) A ~(3y)A(x,y) — —F(x)] Tradugdo: Para
todo x tal que x é pessoa e X e y sao amigos, para qualquer y, segue que x é infeliz.

2) Verifique a argumentacao e corrija: Vae3y(z — 2y = 0) é afirmativa falsa, uma vez que pode
haver um ye N tal que x €N, pois x=y/2.

1.6; 1.16, 1.23 e 1.25.

1) Demonstrar o teorema 2.8

2) Dé exemplos de relagoes de equivaléncia na Fisica.

3) AC B— f(A) C f(B)

4) Mostre que se A é enumeravel (co) entdo P4 nao é enumeravel. Reducao ao absurdo-
argumento de Cantor A = {a;}, i=1,2,3... P4 = {A;}. Considere a fungdo caracteristica de A;,
em A. K;j = Ky,(a;)(=0 se aj¢A;, =1 sea; € A;. Se Py é enumerdvel o conjunto de fungoes
caracteristicas também é. Construa agora a funcio K(a;), tal que K; =0 se Kji =1 e K; =1
se Ky = 0). Essa funcao pertence a 2* e define um subconjunto de A, cuja funcdo caracteristica
difere de todas as funcoes caracteristicas dos subconjuntos de A. Contradicao.

2.21) Mostre a equipoléncia entre intervalos (0,1) ~ [0, 1]. Basta tratar separadamente os ra-
cionais nos intervalos (enumerdveis) e tomar a identidade nos irracionais. Comentar funcao de
Dirichlet: funcao caracteristica dos racionais.

5) Capitulo 1)



Capitulo 3

Nuameros Reais e Complexos

3.1 Axiomas Basicos

Os reais formam um corpo ordenado e completo (s Dedekin) Isto é:
(R,+,-). R=conjunto. +=operacao de soma, -=operacao de produto.
13 Axiomas
1-Corpo
Al)-+:RXR— R. (RXR ¢ dominio)
Prop. de +: A2) Associativa; A3) Comutativa; A4) 3 0, neutro. Ab5) Ve € R,3—zxz+ (—z)=0
A6) - : RXR — R ( RXR dominio)
Prop.: A7) Associativa, neutro; A8) Comutativa; A9) 31, neutro; A10) Vr # 0,3z~ z - 27! = 1.
Prop de - e +: A11) Distributividade: z- (y+2)=x-y+y - 2.
2) Relacao de ordem, z <y <= y —z € P, onde P define o conjunto dos reais positivos.
A12) Ordenamento total: R = Udisjunta(Pv —P{0})|z,ye P—>x+ycPex-yc PreP —
—r€—-Pre—-P——x€P.
A13) Completeza: Axioma do Supremo. Todo conjunto nao vazio limitado superiormente tem um
supremo em R.
Panorama de estruturas
(5,+)
1) Semigrupo: (S,+), + é associativo.
2) Monoide: Semigrupo + 0;
3) Grupo: Monoide + -x;
4) Grupo abeliando: grupo comutativo;
(S,+,-), Distributiva
5) Anel ¢ associativa; 6) Anel comutativo, - é comutativo
7) Dominio integral ( sobre inteiros): Anel mas nao ha divisor de zero, 0 # = -y com x,y # 0
8) Anel com divisdo J3z~!; Anel com divisao comutativa: corpo.
Consequéncias diretas do definicao de corpo
Adicao: i) zero é tnico; ii) -x é Gnico; ill) v+ (—y) =z r=y+ 5 iv)s+z=y+ 2z 0=y
demos: i) 0+0 =0=0, i)z +—2+—2'=0+—2=0+—-2"iii)r—y=z2zc—y+y=2+y
Multiplicacao

i) 1 é tnico; ii) ™! é tnico; iii) z -y~ !

=zox=z-yiv)zxy=0+0¢€{z,y}



Distributividade
1)x-0=0-x=0; ii) (-x)y=-=xy; iil) () (-y)=xy

+ (0|1l -]01
Exemplos de corpos 1) Z, ={0,1)},) 0 | 0| 1] 0|0
111 11110
2) Q. Questao: Z é corpo?
3) Q +2Q'.
4) H é o conjunto das fungoes racionais. R(z) = g(—g, com Q P polinémios, sem fatores comuns,

e com (Q nao identicamente nulo. Soma e produto definidos de maneira usual tendo o cuidado de
fatorar o resultado. 0 =0e 1 =1!

Corpos ordenados
No¢ao maior e menor. i) x >y <= x—y € P;il)x >y <= z >yVzr =y; ii)
r<y < y>uz;iv)r <y <= y > Obs: E facil verificar que se trata de relacio de ordem
conforme capitulo anterior.
Ordenamento parcial é relacao no conjunto reflexiva, transitiva mas com distinto de simetria:
aRb ANbRa — a = b. Simetria seria aRb —> bRa. Exemplo: P4 com relacao de ordem parcial
AlRAb <~ A, C Ay
Ordem total ou linear: Para todo par de elementos ou aRb ou bRa. Ex: Q, <.
Boa ordenagao: Para qq subconjunto existe mais precedente: VA; € Pa,day € AilVa; €
A;,apRa;. Os naturais sdo bem ordenados, o conjunto 1/n, n=1,2,3.. nado é bem ordenado,
pelo ordenamento usual.
Ezemplo: Q+/2Q'. pode ser ordenado de duas maneiras distintas: Ou com x ++/2y < 0, ou com
r — /2y < 0. Conjunto funcées racionais, H, pode ser ordenado. Os positivos sio definidos como
as fungoes racionais em que os coeficientes principais de P(x) e Q(x) tem o mesmo sinal.

Teorema 3.6
x40 22>0i)r>y—r+z>y+zil)e>y,2>0—20-2>y-2

Sobre intervalos e limitantes

Intervalos abertos e fechados:
Intervalo aberto, (a,b) = {z|a < = < b} = Bol((a + b)/2,(b — a)/2) = Bol(c, R), bola aberta
centrada em ¢ = (a+b)/2 de raio R = (b—a)/2 . Obs. bola deletada dBol((a+b)/2,(b—a)/2) =
(a,b)\{(b+ a)/2}, retira-se o centro.
Intervalo fechado, [a,b] = {z]a <z < b}, semi-fechado etc. (a,00) etc. (—o0,00) = R
Moédulo |z| = z se x € P, —x se © € —P. Propriedades: i) VR > 0,Bol(0, R) = {z||z| < R};
i) |z -y| = |z| - |y|. iii) Desigualdade triangular |z 4+ y| < |z| + |y|. Linguagem alternativa:
la — b] = d(a,b). Propriedades: 1) d(a,b) = d(b,a); 2a) d(a,b) > 0; 2b) d(a,b) =0 <> a =be 3)
d(a,c) < d(a,b) 4+ d(b,c). Nomenclatura: d é distincia entre os numeros a e b. |z| = d(z,0).

Axioma do supremo
Cota superior. O numero a é cota superior do conjunto X se x € X — z < a. Cota inferior
<—>. Supremo de X: sup X = menor cota superior pertencente a R. Infimo, inf X = maior cota
inferior. Obs: se b < sup X, 3z € X|b < x <sup X. Se ndo, b seria cota superior menor.

Maximo: Se sup X € X, sup X é chamado méaximo de X, max X. Analogamente para Minimo,
min X.

Axioma do supremo, 3 supremo em R , garante a completeza de R: {z € R|z* < 2} tem
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supremo em R. Poderia ser menor e nao menor ou igual sup Bol(0, \/5) = v/2. Obs: Q nao é
completo: sup(Bol(0,v/2) N Q) = v24Q.

Teorema: Pode-se inverter superior-supremo por inferior-infimo.

Teorema: N nao é limitado superiormente. Suponha supN = o, o — 1 nao € limite superior,
In'>a—-—1n"eNen +1>a.

Propriedade Arquimediana: Ya e b€ R*,3n € N|n-a > b. Demo: In > L <> Ina > b
Corolario: Ve € R*,3n € N|: < ¢, ie Bol(0,€) N Q # 0.
Generalizacao: Entre qq par de reais ha um racional, i.e., os irracionais sao densos em R,
Vo, Ve € RT,Bol(x,e) N Q # (.
Demo: queremos mostrar que hd § € Bol(z,€) onde z, supomos aqui z>0 por simplicidade, é o

centro do intervalo, e € sua semi-largura. Tomamos o inteiro positivo q > %, i.€., é <e FE

tomamos o inteiro posilivo p > qz, ou § > z, (1). Podemos escolher p de maneira que p—1 < gz,
isto €, p € o menor inteiro satisfazendo (1). Temos entio p—1 < qz, ou §—% <z— § < z+% <
zte—LE<zde (2). As condigoes (1) e (2) sio as que queriamos encontrar
Contra-exemplo: H é um corpo ordenado que nao satisfaz a propriedade arquimediana. n = n,
e n < x?. Consequentemente os "racionais", funcoes constantes racionais, ndo sio densos no
conjunto das funcoes racionais.

Corolario: Entre dois reais sempre ha um irracional, basta raciocinar em termos de zv/2.

Aplicagoes: T. 3.20. Existe solu¢do tunica para 2™ = a, ou Y/a é tnica. Demo: 1) Unicidade
n—1
O=a"—y"=(z—vy) Zx”’k’lyk — x =vy. 2) Existéncia. Seja X = {z > 0]z" < a}. X € nao
k=0
>0
vazio ja que ;5 € X. Dai X tem supremo, sup X = c. A demo, no livro do Nivaldo, mostra que
supor tanto ¢ < a como ¢ > a sao contraditorios.
Isomorfismo entre corpos ordenados: Trata-se da existéncia de mapeamento f: K — K’
respeitando adi¢ao, multiplicacao e ordem.

Teorema da unicidade: Todo corpo ordenado completo é isomorfo aos reais.

3.2 Corpo dos Complexos

Trata-se de corpo nao ordenado. C = {(a € R,b € R)}; (a,b) + (¢,d) = (a + d, b+ d);
(a,b) - (c,d)=(a-c—=b-dya-d+b-c).
Caracteristicas: Elementos neutros ( respectivamente) 0=(0,0) e 1=(1,0).
(x,0) é isomorfo aos reais, levando ao abuso de linguagem x=(x,0). i = (0,1) é tal que 2 = —1,
significando que é corpo nao ordenado.
Notagdo: z=a+b-i, 2" =a—b-i, |z2| = Va®> + b2 a=R(a,b) e b =(a,b)
Teorema 3.25 1) |z| > 0 e |z| = 0+ 2z = 0; ii) |Rz| < |z] e |Sz] < |z|; iii) |2]? = 2 - 2% iv)
|z - w| = |z] - Jw| e v)(Desigualdade triangular) |z + w| < |z| + |w].
Demo de v)|z+w|* = (z+w) - (z+w)* = |22+ |w* + 2R(zw) < 2|2+ |w* +2|2||w]) = (2] + |w])?
Desigualdade de Schwartz |, zw;|* < >, |z|* - Y, [wi]?
Demo A =3 |22|, B=Y",|[w?| e C =, |zw}|. Por suposicio tome B # 0, portanto B > 0.
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Veja que 0 < >, |Bz; — Cwy|?* = B*Y . |zi]* — BC* Y., zywi — BC Y., ziw; + |CP2 Y, Jwi* =
B(BA—|C|?) = |C|* < AB

Generalizagao: corpo dos quaternions ( vez por outra se tenta usar na Fisica)
z=a+b-it+c-j+d-k i*=j>=k=—1,i-j = k(+ciclica), porém j -7 = —k, - ndo mais
comutativa!

3.3 Construcoes dos reais

Duas principais abordagens com o objetivo de definir os reais a partir dos racionais.

Cortes de Dedekin- I-Defini¢ao de um corte o dos racionais, o C Q é definido por: 1) a # ()
ea#Q.2)Vpea,Vge Qq<p—q€a. 3)Vp€E€aIrecar>p, aéaberto.

Operacoes de soma e produto sao definidas emulando o que se espera de soma e produto dos
elementos maximais de o, que nao existem em Q. Exemplos de cortes: Vg € Q,a, = {z € Qlr < ¢}
eVge Q,a 4= (—P)U{reQ|z* < ¢}

[I-Relacao de ordem definida entre cortes: a < f <= a C A «a # f.

ITI- Teorema: Espaco dos cortes é completo, i.e. todo conjunto de cortes nao vazio e limitado tem
maximo. Por ex. « 5 = /4.

Completacao das séries de Cauchy- Séries de Cauchy serao definidas. Os reais podem ser
construidos a partir da consideracao da classe de equivaléncia de séries de Cauchy dos racionais.
Construcao devida a Cantor leva a conjunto equivalente ao dos cortes de Dedekin.

Exercicios

0)

1) Considere um conjunto A qualquer e uma relacao definida no conjunto das partes de A da
forma A < B se A C B, essa relagao define
la) Uma ordem parcial mas ndo uma ordem total.
1b) Uma ordem total, mas ndo uma boa-ordenagcio.
1c) Uma boa ordenacao.

2) O conjunto Q, com a defini¢ao de ordem usual, apresenta
2a) Uma ordem parcial mas ndo uma ordem total.
2b) Uma ordem total, mas ndo uma boa-ordenagcio.
2¢) Uma boa ordenagao.

3) O conjunto Q, com a defini¢ao de ordem usual, apresenta
3a) Uma ordem parcial mas ndo uma ordem total.
3b) Uma ordem total, mas ndo uma boa-ordenagao.
3c) Uma boa ordenagao.

4) O conjunto {%}, n = =£1,+2,£3... apresenta
4a) Um supremo mas nao um maximo.
4b) Um méaximo mas ndo um supremo.
4¢) Um méximo e um supremo.
4¢) Nem maximo nem supremo.
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5a) Demonstracdo de que os naturais sdo ilimitados: demo Supor limitado, dai tem supremo,
a. DaiVn € Non < « e também dk € Nk > a—1

5) Demonstragao que os irracionais sao densos em R, Va,Ve € RY, Bol(z,¢) N Q # (.
. Complete

Demo: queremos mostrar que hd § € Bol(z,€) onde z, supomos aqui z>0 por simplicidade, ¢é

o centro do intervalo, e € sua semi-larqura. Tomamos o inteiro positivo q > %, i.e., % <e F

tomamos o inteiro positivo p > qz, ou § > z, (1). Podemos escolher p de maneira que p—1 < gz,
isto é, p é o menor inteiro satisfazendo (1). Temos entao p—1 < qz, ou 5—% <z— § < z+% <
zte—= b <z4e (2). As condigoes (1) e (2) sao as que queriamos encontrar A partir daf: O
conjunto {x € Q|r? < 2}, apresenta elemento maximal?

6) Desigualdade de Schwartz | >, z;w;|? < Y. |zi]* - >, Jwi]?
Demo A = 3,122, B= Y ,|w}| e C =, |zw;|. Por suposicio tome B # 0, portanto B >
0. Veja que 0 <3 . |Bz; — Cw;i|? = B*> ", |z|* — BC* >, ziwf — BC Y, zfw; + [C]* Y, Jwi* =
B(BA—|C|*) = |C]? < AB

7) Exercicios: 3.1; 3.2; 3.10

8) Discussao sobre o conjunto das fun¢oes racionais, H.
1) Nao é arquimediano: qq polinémio nao nulo e "positivo"é limite superior de N/
2) Dai esse corpo nao pode ser completado. Em um corpo completo os naturais sdo ilimitados.
Obs: pode ser completado no sentido de Cauchy, mas nao no sentido de supremo.
3) Os nuimero racionais nao sao densos. Demo Suponha os racionais densos. Entao, para uma dada
funcao racional f, EI% tal que 0 < ’a’%. Dai 0 < % < § < %, dai, n > f. Como f € arbitrdrio, nao
existiria cota superior para N .
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Capitulo 4

Sequéncias e Séries

4.1 Sequéncias

Enumeraciao nos reais: a : N — R. a(n) = a,, n=1,2,3...i.e. temos a1, as, as, ...

Convergéncia e Limite: Ja,Ve € R*,IN,n > N — d(a,,a) = |a, —a] < e. A série é
convergente para a, a, — a. Série divergente: nao ha limite. Caso particular de divergéncia:
Tende a co (ou —o0); Vr € R,AN,n > N — a, > r (ou < r).

Demonstracao de que dada série é convergente:1) identificar candidato a limite. 2) demonstrar.
Exs. 1) a, = 52a;. Candidato a = 2a;. d(an,a) = la, —a| = |a|n+rl <esen+1> 4.
N = I™(22). Considere a fun¢do I (x), cujo valor ¢ 0 menor inteiro maior ou igual ao o argumento
x. Basta escolher n + 1 > I7(22). Em outras palavras: n > IT(22), finito, garantir que
a, € Bol(a,€) é o argumento fulcral.

2) ap, = ag + dn. Série divergente: d(a,,z) = |a, — x| = dn|l + “==|. Ocorre q “=* decresce
arbitrariamente com o valor de n e pode ser limitado a um valor menor que um, por exemplo < %,
de maneira que |1+ “2-=| > %, fazendo com que a distancia entre a, e x aumente, para qq x. Nao
h& limite.

2n
L aon = ag + 2nd Aoy = 2a,
Hd limite para a,, = " ? E para a, = " 2l %
aznt1 =1 agny1 =1

Unicidade do limite: Se existe limite, é tinico. Demo: Basta usar desigualdade triangular,
para os dois limites, a e a, d(a,a) < d(a,a,) + d(a,,a) — 0.

Limitacao da sequéncia convergente: Toda seq converg, a, — a, é limitada. Demo: basta
limitar d(an,a) a um nimero qq (d(a,,a) < d) tomando n > N e o limite superior serd o maior
dos numeros no conjunto {(a + d), a1, as, ...,ay}. Analogamente para o limite inferior.
Importante: reciproca nao verdadeira.

Exemplos canonicos de sequéncias:

1) a, = a™ — 0, se |a|<1l.Andlise. a = %, r > 0. Usando # de Bernoulli, (14 r)* > 1+ nr.
Dai 0 < |a™| :%r)" <= <4 <esen>L Casola| > 1, |a| =147 = |a| > 14+ nr —
nao limitada. é’aso a = 1, sequéncia converge trivialmente. Caso a = —1 oscilante, diverge.
Demonstre a # Bernoulli por indugao.

2) a, = nw. O suspeito é que o limite é 1. Usando desigualdade restringida, (I1+r)">1+nr+

n(n271)7~2_ h” = n% - 17 ou TL% = hn + 1 ou ainda n = (1 + hn>n >1+ nhn + @h% > n(n271)h121'
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Para todo n > 1 seque quehi<é—>0—>n% — 1
Propriedades dos limites:
0) (a, — 0) A (b, limitada) — a,b, — 0
1) Se a, — a A'b, —> b, entao
1a) (an +by) —> a+b; 1b) ca, — ca; 1c) anb, — ab; 1d) Se b # 0, = — ¢.

1
D 1 2bn = (a, — - b, b, — b b:ld) X —L1=(@,-b) —
emo 1c¢) a (a, —a) +a ( ) +a ) o — 5 = ) ™
—0  limitado —0 —0
limitado

Séries crescentes e decrescentes, resp., a,41 > @y, € ay41 < a,. Se limitadas superiormente,
resp. inferiormente, tem limite. Demo: Limitada— 3 supremo— 3 elemento tdao proximo gto
queira do supremo— todos elementos sequintes tbm prorimos.  Corolario: Séries crescentes ou
decrescentes nao convergentes tendem a +oo.

Ex de sequéncia monotonicamente crescente importante ( relacionada & Série harmonica).

an =Y 47— In(n+1).

— - 1 _ n+2 D S 1 ntl L
1) Crescente. a1 — @y = ;77 — In(25f) > 5 — -5, onde usamos q 3 > In(*F=) > -, afinal
L 1
In n+l _ fn+1 ldl’ < fﬁdﬂf =
n n T >f 1 dl’:l
n+1 n

2) Limitada. Designaldade acima leva a a, =1+, 75 — =5 —In(n+1) <1+ 3, (In(k +
) —In(k) — 725 —In(n+1)=1- =5 < 1.
Conclusao: Sequéncia tem limite, conhecido como constante de Euler-Marcheroni v ~ 0,577...

~ N . A . /o n 1 oy
Questdo, a luz do resultado acima, a sequéncia, a,, ==Y | 1, tem limite?

Critério basico para valiar se seq é convergente: Confronto com série conhecida, sanduiche.
1) (ap, < b, Ab, — bAa, — a) = a <b.
2)a, <b,<c,Na, —alhc, — a—b, — a.
Demo: 2) Basta escolher N, e N, que garanta d(a,,a) < € assim como d(c,,c) < €. Daia— € <
an < b, <c, <a+e, ie, d(a,b,) <.

Subsequéncia: Eliminam-se membros da sequéncia sem mudar a ordem. Funcao
sobrejetiva f, f: N —= N|f(n+1) > f(n). al, = apu). Notacdo f(k) = ny

Teorema: a, — a — a,, — a.

Teorema Bolzano-Weierstrass. Toda sequéncia limitada dos reais tem subsequéncia con-
vergente.

Demo: Método da bi-sec¢io do intervalo de varia¢ao. (a,b) — (aq,b;) onde

atb) " se ha oo termos nesse intervalo

b =4 .

(“32,b), se ha oo termos nesse outro intervalo
valos cuja amplitude de variacdo vai a zero, contendo oo termos da sequéncia. A interseccao dos
intervalos selecionados define um tinico ponto. Para ficar claro: tome o intervalo de variacao inicial
como sendo, por defini¢do, [0, 1]. Se o primeiro intervalo selecionado for [0, %], nesse intervalo e de-
fina o nimero, em notacao binaria 0, 0, e teremos todos os a; selecionados a uma distancia d < 0,5
desse ponto. Um desses a; chamamos de ¢;. Se o segundo intervalo selecionado for, digamos, [i, %],
defina o nimero 0, 01, e escolha um membro da sequéncia para ser co. Prosseguindo, a cada escolha
na primeira metade do intervalo define-se o digito b; = 0 e se a escolha for a segunda metade do

intervalo define-se o digito b; = 1. A funcao de escolha b; : N — {0, 1} define um niéimero tnico

. Repetindo comente obtém-se inter-
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em notagao bindaria, 0, b1bybs.... FEsse niimero define valor para o qual converge subsequéncia esco-
lhida, ¢;, pois trucando-se em ordem j = NN, todos os membros da subsequéncia com j > N estao
a uma distancia d < 27 do limite. A generalizacao para intervalo qq ¢ imediata. A sequéncia
assim selecionada é entao convergente.
Questao: O mesmo raciocinio vale nos racionais?

Sequéncias de Cauchy (Completeza dos R)

Seq. Cauchy: d(ay,,an,) — 0, i.e., VeIN, (m,n > N) — d(ay, a,,) < €.Ezercicio: subsequéncia
de Cauchy é também Cauchy.

Teorema 1) Convergéncia — Cauchy. Demo: De fato pode-se escolher n,m > N de maneira
que d(a, a,) < 5N # —triangular — d(an, am) < d(an, a) + d(a, an) < €.
Teorema 2) Cauchy — Convergéncia. 2a) Cauchy é limitada. Escolhendo N que restrinja a
d(an, ay,) < € = d se pode, fixando m, verificar que a,,, apés n = N é limitada a a,, =d. Escolhendo
méaximo e minimo de {a;, a,, = d}, i=1,2..N, se tem limite superior e inferior. Limitacao implica
existéncia de subsequéncia convergente, a,, — a. Subseq de Cauchy serve de ponto de apoio para
a convergéncia da sequéncia usando triangulacdo, ja que d(a, a,) < d(a, a,,) +d(a,,, a,) < €.

——— N——
<e/2 <e/2

Questao: Seq de Cauchy de racionais tem limite racional?
Conclusao, em R, Cauchy <+ Convergente.

Corolario: nos complexos convergéncia<>Cauchy.
Demo: d(zn, 2m) = 120 —2m| = /(@0 — 20)2 + (Yn — Ym)? > d(Tn, ) = d(Tn—2) < d(20—2).
Dai: z,-Cauchy— x,,y, Cauchy. Dai, x, — = e y, —> y € portanto z, — x + 1y

Limites superiores e inferiores, limsup e liminf.

Nomenclatura:
e Cota superior: a é cota superior de {a,} se a, < a. Analogo p cota inferior.
e Supremo de um conjunto: E a menor cota superior. Anélogo para infimo, maior cota in-
ferior. Obs: Supremo ou infimo nao precisam pertencer ao conjunto.Qual o supremo dos nimero
irracionais entre 0 e 17
Supremo de ordem n: @,= supremo dos a; com k > n. Anélogo infimo a,. Por definicao
Uyt < @y € a, . > a,. Propriedade a, > a,

Seja uma sequéncia limitada. @ é sequéncia limitada decrescente e g, é sequéncia limitada
crescente. Dal existem:
Limite superior: lim a,, = limsup a, = lim,__, @,
Limite inferior: lim a, = liminf a, = lim,,_, a,
Propriedade: liminf < limsup. Ex: a, = sin(an). Considerar ar € Q e ar¢Q.
Teorema da convergéncia: a,, limitada — a <> limsupa,, = liminf a,, = a Demo: .
Comentéario sobre construcao dos reais de Cantor: A ideia ¢ tomar a classe de equivaléncia das
seq de Cauchy como os nimeros reais. Duas seq de Cauchy, x,, e y,,, com x,y € Q sao equivalentes
se |z, — yn| — 0.
Ezxercicio: Demonstre que duas seq de Cauchy equivalentes convergem para o mesmo valor. So-
lugio: Assegure-se que d(ay,a) < g, d(be,b) < § e d(ax,b;) < 5. Entdo veja que d(a,b) <
d(a,ar) +d(ag, b;) +d(b;,b) < €
—— N —  ——

€
< <3 <

wlm
wlm
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4.2 Séries numeéricas

Sequéncia, S,, S1,S2, 83,.., <=, S€rie a,, > y.

Série leva a sequéncia s,, = ZZ:l a,. Sequéncia leva a série a,, = s, — $,_1, com sg = 0.

Série converge <= Seq. converge. Dai: Série convergente— termo geral vai a zero.

Exemplos importantes:

1) Série geométrica. Repare termo inicial. a, = a”, s, = > 4_gan = 1_1‘1_7:1. De fato s,, — 8,,—1 =
a" e sop = 1. Converge |a| < 1, diverge |a| > 1. Se a — z(complexo), mesmo resultado..

2) Série harmonica y_ >~ . De fato ja vimos que s, = >k =1" — In(n + 1) é convergente.
Como In(n) diverge, a série harmonica diverge. Argumento interessante: Nicole de Oresme, soma
sucessiva sobre 2P termos para p = 1,2, 3.

3) Série harmonica generalizada > .-, =&
termos positivos decrescentes, 0 < ap11 < ay.

Sp = ZZ=1 Q. Spi1 > Sp. Somar sobre agrupamento de termos.

Argumento de Nicole de Oresme para série com

_ _ k_
Sop—1 = Zizé Vg1 = Z:é (anzg a2k+m> = (a1) + (az + az) + (a4 + a5 + ag + az) +....
~—~ S— ~ ~
vl V2 v3

ty = 2Pase > vy > Pagen = 227 agen = 16,14,
Dai ) v, converges Y t, converge. Particularizando, considere a, =n"9, temos, ayw = 55,
S it = o 2" = 30 (210", que jd vimos ser convergente se ¢ > 1 e divergente no
caso contrdrio.
Comentdrio Y oo n # T3

Transformagoes que nao mudam condi¢ao de convergéncia:
1) Combinagdes lineares termo-a-termo. Analogo a sequéncias.
2) Convolucao ( ou produto de Cauchy) de séries convergentes é convergente se uma das séries for
positiva. (a, >0, a, — a e b, — b) — ¢, — ab, onde ¢, = >} _; ap_yby.
Discussao, nao garante a convergéncia: produto ponto a ponto de séries e convolucao das séries
ap = (—1)”\/7% consigo mesma. ¢, = (—1)"> ;_[(n —k+1)(k + D] 2. |ea| > 2(:;1). Usamos
(n=Fk+1)(k+1) = (54+1)>= (2 —k)> < (2+1)>. Porém: Se série produto de séries convergentes
€ convergente, entao o limite coincide com produto dos limites das componentes.

Séries Positivas e Convergéncia absoluta

Série de termos positivos: Defini¢do: a, > 0. Defini¢do menos restritiva, IN|n > N — a,, > 0.

Convergente<+ Limitada. Divergente<+ Diverge para oo.

Comparacao de séries positivas: Se a,, < b, a Convergéncia de b, assegura a de a, e a, logica-
mente, divergéncia de a,, assegura a divergéncia de b,.

FEzemplo interessante: nimero (neperiano) e.

ezzoo 1' PCI,T'CZTL>2; %<2nl_1, Da2/6<1+1+280(%>k:1+ ll:?)'

=0 n!
n=0 n! 1-3

Convergéncia absoluta e condicional.

la,,| converge=convergéncia absoluta. Se a, converge, mas nao absolutamente, convergéncia
condicional.

Critério de Cauchy para ) a,: Sequéncia de Cauchy: |s, — s, — 0, quando n,p — oc.
Como s, —s, = Y r_, a; € como sequéncia de Cauchy <> sequéncia convergente ( porqué??), temos
o critério para convergéncia d qq série: VeaN|Vp > 0,n > N — > 7 a; <e.

Consequéncia imediata: Convergéncia absoluta implica convergéncia.
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Testes padroes para convergéncia de séries: todos se baseiam em comparagdo com alguma
série conhecida.

1) Teste da razao ou d’Alembert, L = limsup [*2] e L' = liminf 2| Daii) L <1 —
convergéncia abs.; ii) L' > 1 — divergéncia, iii) Demais casos, incluindo, L = L’ = 1, inconclusivo.

2) Teste da Ralz ou de Cauchy, L = limsup?/|a,| e L' = hmmf’%/!an. Daii) L <1 —
convergéncia abs.; ii) L’ > 1 — divergéncia; iii) L = L’ = 1, inconclusivo. Obs: Teste da Raiz
mais poderoso que o da razao.

3) Teste integral ou de Maclaurin, f( )é fun(;éo positiva, decrescente e integravel em qq intervalo
com = > 0. Entdo como > ;_, f(k) < [" f(z)dz < Y ;- 1 f(k) temos que, definindo g(z) =
[ f(y)dy, se lim, o, g(x) existe ( ¢ ﬁmto) entao a série é Convergente. Se limite ¢ infinito a série
é divergente.

Aplicagao importante: Fungdo zeta de Riemann. ((s) = >0, . fl r0%dr = 8( = — 1),
que converge se s > 1 e diverge se s < 1. A funcao zeta de Riemann € usada para somar séries
divergentes. Y oo jn — 135

4) Critério de Raabe, L = lim, o n(1 — [*2£4]). 1) L > 1 — convergéncia abs.; i) L <1 —
diverge ou converge condicionalmente; iii) L =1, inconclusivo.

5) Critério de Gauss. [ =1— Lt &4 e c,| < P, elimitado, i) L > 1 — convergéncia abs.;
ii) L' <1 — diverge ou converge Cond1c10na1mente.

Séries alternadas

Sinais trocam de valor sucessivamente.

Resultado importante> Teste de Leibnitz. Se o mddulo vai a zero monotonicamente entao a
série alternada converge. Adicionalmente o erro cometido ao truncar a série, tem modulo menor
que o moédulo do primeiro termo desprezado

Ez: Veremos que In(1+x) = Y oo, )Hlmk. Essa série converge para 0 < x < 1. O caso
r =1 € interessante.

Rearranjo de séries:

Trata-se d qq mudanca na enumeracao. Corresponde a realizar uma bijecao dos naturais.
K:N— N, k,=Ek(n)en, =n(k). by =a,,. Mudar a enumeracao muda o resultado a nao ser
que a série seja absolutamente convergente.

Teorema de Riemann: Se a, converge condicionalmente se pode fazer um rearranjo para levar
a convergéncia para (q valor que se queira ( incluindo +00).

4.3 Séries Divergentes

Ha séries divergente que fazem sentido. Por exemplo a série 1+-1+1+-1.., ou a,, = (—1)", nao é

convergente, ja que sua soma teima em oscilar entre 0 e 1. Mas ¢ 'natural’ associar a sequéncia de
somas parciais, s, = » ,_,ar = 1,0,1,0,... o seu valor médio, e considerar )~ (—1)" ~ % Qual
o sentido dessa definicao? Essa questao é importante tanto do ponto de vista matemaético, como
para aplicacoes em Fisica. Nao é raro a descricao que fazemos de um fendémeno levar grandezas
fisicas expressas como somas infinitas, e por vezes, divergentes.

A ideia pode ser formalizada definindo-se um funcional linear da série: ¥ : {a,} — a. Um
funcional é uma aplicagao que leva a série inteira (a oco-tupla a, e nao sua soma, que pode nem
estar definida) a um niamero real, s = X[a,|. Assim, deve existir um funcional definido sobre uma
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classe suficientemente grande de séries, tal que 3 = S[(—1)"!]. Ha diversas estratégias para defi-
nir um resultado finito a partir de séries cujas somas, no sentido usual de convergéncia de séries,
podem ser divergentes. Se exigem dos funcionais basicamente as propriedades:

1) Linearidade X[ca, + b,] = cX[a,] + X[b,].

2) Regularidade, isto é, compatibilidade com séries convergentes, s, — s (finito) — X[a,] = s.
Por exemplo, ¥[27"] = 2, j& que EZO:O 27" = 2. Se permitimos que s apresente também os valores
+00, isto é, se a série converge para +o0o a soma também for +00, o0 método se torna "totalmente
regular". Perde-se assim a capacidade, importante, de definir um nimero finito como resultado de
séries que divergem para +oo.

3) Também é desejavel que o reordenamento dos primeiros N termos ndo mude o resultado da
soma, chamada de estabilidade. Alguns métodos importantes falham nesse aspecto.

Ha varios métodos de soma, nem sempre compativeis uns com os outros.

Exemplos de métodos de soma:

I) Somas de Cesaro-Holder- e em geral somas de Norlund. Trata-se de generalizagdo da
ideia simples de fazer médias sobre as somas parciais. Vamos partir da sequéncia de somas parciais
Sn = Y p_o k. Defina a média sobre essas sequéncias Hy = % Ef\il s;. Se o limite N — oo
existe, ele é definido como a soma de Cesaro de "ordem"1, que coincide com soma de Holder de
ordem 1, limy_,o Hy = Cia,] = > a, (C,1) = > a, (H,1). Se ndo existe esse limite, tome H}
no lugar de s; para definir a soma de Holder ordem dois H% = % Zf\il H}. Se o limite agora existe,
define-se essa como a soma de ordem 2 da série, limy_ ., H3 = Hsla,] = > a, (H,2). Se esse
limite nao existe se prossegue indefinidamente na esperanca de alguma soma, em alguma ordem
de iteracao, ser convergente. Se a soma de ordem K é convergente, as de ordem superior também
serdo. Assim 1 — 141 —1+ 1... é definida como % ja em primeira ordem. JA 1 —-2+3 -4+ ... ¢é
definida como i em segunda ordem. A soma de Cesaro é definida analogamente, com a diferenca
que nao se fazem as divisoes por N nas etapas intermediarias e no final, em ordem k, se divide a
n+k

k

Verifique esses dois casos de definigoes finitas para séries divergentes, 1 —14+1—1+1... = % e
1-2+3—-4+..=1

A soma de Cesaro é caso particular das somas de Norlund, definidas a partir de nimeros nao
negativos arbitréarios (p, > 0,py > 0), t,, = %. Com a condicdo, lim,, . % — 0,
satisfeita pela soma de Cesaro, as somas de Nérlund sio regulares, ou seja, compativeis
com o resultado de somas convergentes. Além disso, distintas somas de Norlund sdo consistentes
entre si! Significando que se diferentes somas tornam uma série finita, aos resultados atribuidos
a soma sao os mesmos. Essas somas sao boas para dar um significado finito para diversas somas
alternadas nao convergentes. Mas falham para séries positivo-definidas, como > 1. Outro aspecto
interessante é que a diluicao de séries pode levar a resultados distintos: 1 —14+1—-14 ... =
140-1+0+140—-140+...=3 (C,1); porém 1 =1+04+1—-14+0+1—-140+... =3 (C,1).

IT) Médias abelianas. Parte-se de \,, > \,_1, com \g > 0. Toma-se, para cada série [a,],

flx) = Z ane 7.

soma das somas por ( > Pode-se generalizar as somas de Cesaro para ordens fracionarias.

Se
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f(x)x—%] — S,

s é definida como a soma de Abel da série, para a escolha de \,s apresentada, s = > a,, (A, \). Esse
método é regular. Porém, diferentes escolhas de \’s levam a distintos resultados. Por exemplo, a,, =
(—1)™ apresenta somas iguais a % e % se escolnemos Ay =ne )\, =0,1,3,4,6,7, .. respectivamente.
Caso importante matematicamente: Mitagg-Leffler: A\, = nlnn.
As médias abelianas sao mais fortes que as de Cesaro: toda série soméavel por Cesaro também é
por soma Abeliana, mas nao vice-versa.

IIT) Média de Borel.

Tata-se de um método que utiliza uma fung¢do inteira ( ndo tem polos no plano finito) J(z) =

> ppa™. A soma é definida, se existir o limite quando z — oo, de

2 PnSnZ"
> Pnt”
O caso mais interessante é quando J(x) = e* = > %x” A soma de Borel é entao definida pelo
limite

— S.

n
e ” Z snx— — s
n!

A meédia de Borel é regular.

Principio da poténcia da soma: métodos distintos podem ter poténcias distintas. Um método
¢ potente se ele consegue tornar finita uma soma rapidamente divergente. Assim, Borel é mais
potente que soma abeliana e essa que soma de Cesaro. Quanto mais rapidamente decrescerem
os coeficientes p,,, mais potente é soma de Borel, conseguindo somar séries altamente divergentes.
Mas o preco é que somas fracamente divergentes podem se tornar nao soméveis quando se aumenta
a poténcia do método.

IV) Soma de Euler-Maclaurin

O método de soma se baseia na expressao, valida para uma classe de funcoes,

= ([ @ 5100+ 3 )+

Aqui, estao presentes os nimeros de Bernoulli, B,, e as derivadas de ordem 2r — 1 da funcao
f. O namero C é chamado de constante de Euler-Maclaurin da fungao f(x). Ele é definido
a partir de f(z) e do ponto inicial ’a’. Se a série for convergente, todos os termos entre chaves
vao a zero no limite n — oo, e a constante C corresponde & soma do lado esquerdo. A ideia é
atribuir o valor C, a parte ’finita’ do lado direito da expressao, a soma da séria divergente do lado
esquerdo, e ha prescri¢oes para o calculo de C a partir da fungdo f(x). O valor de C é chamado de
soma de Ramanujan da série.

Um caso importante é f(xz) = 27°. A soma, > n~° = ((s), leva a representacées analiticas da
fungao ((s) a zeta de Riemann. Assim, segundo somas de Ramanujan:
IS —n——%{()—)l—i—l—i—l—i—...— ()

2) Yin —gn(n—1) - 2—><<—1H1+2+3+ —5 =¢(-1)
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Manipulagoes: Pode-se concluir que
24+44+64+.=214+2+3+..) =277 =—3
1+3+5+.=2444+6+.—(1+1+1+.)=-t+1=1
De fato os nimeros de Euler-Maclaurin, C, associados as funcoes f(z) = 2z e f(z) = 2z — 1 sdo
-t e
Porém
1+£24+3+4+ . #(1+3+5+.)E(2+4+6)=1F=.

Vale sim

1+243+44+.=(1+0+3+0+5+..)£(0+2+0+4+0+6).

Essas tltimas somas se representam como (1 +0+3+0+54..) = (1 —27)((s)][se1 = 5 €
0+2+0+4+0+6=275¢(s)|s=1 = —3

Em outras palavras as somas de Ramanujam, e a representacao em termos de funcoes Zeta, nao é
invariante sob uma diluicao simples das séries:

1+3+5+7#1+04+34+0+5+0+7+.... Observagao: as somas tipo Holder parecem ser
invariantes sob essas transformacoes. Mas essas somas a Holder nao dao um resultado finito para
as séries positivas aqui consideradas.

Aplicagoes fisicas: 1) Considere um sistema com N osciladores quanticos distintos. Suas
frequéncias angulares sao definidas como w, = nwy, n = 1,2,3...N. A energia do estado fun-
damental desse sistema, em unidades de %hwo, serd Ey = Zivzl n. Essa energia serd infinita, se
N — oo. Porém, se a energia tem sua expressao regularizada de acordo com ) > n™* e ¢
entao somada para s suficientemente grande e depois tem seu valor reobtido tomando-se o limite
s — —1, se obtém uma energia finita —é. Um procedimento exatamente analogo a esse ocorre na
corda quantica bosonica. E é esse valor da soma que permite tratar a corda bosoénica como sendo
livre de anomalias em D=26 dimensoes. Como resultado, se conseguem massas das particulas
associadas aos operadores quanticos tendo valores multiplos de uma massa padrao (exceto por um
ntmero finito de modos de massa negativas, além dos desejados modos de massa nula, associados
aos fotons ou gravitons) .

2) Considere campo de Dirac em D=1+1 na presenca de um campo escalar estatico da forma
¢. = tan Ax. O operador de nimero fermionico para o campo de Dirac quantizado tem a forma,
N = [dey = [ %[ww — pt]. Devido ao cardter topologico do campo escalar a expansido em
soma de momentos do campo de Dirac apresenta pares de modos com momentos k, = h@ e um
anico modo zero com momento nulo. Os modos com momentos nao nulos contribuem em pares de
sinais opostos. Quanto vale a soma desse modos normais? Ela pode ser tomada simetricamente:
Ny=41-1+4+1-1]+3[-1+41-1+41.] =1 -1 =0. Assim o operador de niimero se
torna N = Ny = % levando ao celebrado fracionamento da carga fermiénica em pano-de-fundo

topologico, Jackiw and Rebbi, Phys Rev 1976.

21



Capitulo 5

Continuidade - Limites - Diferenciabilidade

5.1 Limite e continuidade

Visao geral- Conceitos proximos de proximidade

1) Pto de acumulagao: a é pto de acumulac¢do de um conjunto X se V§ > 0, dBol(a,0)NX #
(). Lembrando que a bola deletada é definida por dBol(a,d) = (a — d§,a + §)\{a}. Assim existe
elemento de X na bola deletada nao importando quanto pequeno seja o raio €. Obs: Deletada
é importante! O ponto ’a’ pode ou nao pertencer a X. Notacdo para o conjunto dos pontos de
acumulacdo de um conjunto X: X',

Casos especiais: Ponto de acumulagio & esquerda e a direita: Impor, para x € dBol(a, ) Az < a,
ou x>-a.

2) Limite Limite é definido em pontos de acumulagdo, a, do dominio da func¢ao. Existe limite
da funcao no ponto a se 3L, Ve, 35| f(dBol(a,d) N X) C Bol(L,¢).

Limite & esquerda ou & direita: lim, .+ = L ¢ Ve36, f(dBol*(a,d) N X) C Bol(L,¢). Notacdo
lim, .+ =limg), e lim,_,,- = limg4,. Obs: Defini¢ao de dBol® clara pela notacio?

Obs: lim, ..+ f(z) = lim, ., f(z) = L — lim,_,, = L. O reverso também vale desde que
seja em ponto de acumulagao a esquerda e a direita.

Obs: Nao figura f(a) na definicdo. f(a) nem precisa existir.

Por ezemplo, fi(z) =sini e fo(x) = xsin <. Somente eziste limite para x — 0 no sequndo caso.

Teorema: Se limite existe em x=a entao f(dBol(a,?)) ¢ limitado para algum J.

Demo: |f(x)] = |f(x) + L — L| < |f(2) = L| + |L| < e+ L

Teorema: lim, ., f(z) = L <« lim,_, f(x,) = L, para toda sequéncia x, € X — {a},
convergente para a (x,, — a).

Demo 1) Se limite da fungao existe, se pode restringir x,, € dBol(a,d) e isso garante que f(x,) —
L 2) Se Toda seq. é convergente e a fun¢ao nao tiver limite: pode-se escolher x,, € dBol(a, %) NnXx
tal que |f(x,) — L| > € > 0. Comon — a, fica demonstrado que f tem limite por contraposi¢io.

3) Continuidade

A funcao ¢ continua em x—a se Ve > 0,30| f(Bol(a,d) N X) C Bol(f(a),e€).

Note que nao se usa bola deletada e que entra o valor da funcao em x=a. O ponto x=a nao
precisa também ser ponto de acumulacao. Uma fungao é continua em pontos isolados do
dominio.

Obs: Continuidade em pontos de acumulacao — existe limite, mas nao o reverso.
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3.1) Continuidade uniforme em I C X se Vx € I,Ve > 0,30|f(Bol(a,d)NX) C Bol(f(a),e).
E um requerimento bem mais forte!

Teorema: Se f e g s@o continuas, f4g, cf, fg e 5( onde g(z) # 0), sao continuas.
Demo: stmilares as de sequéncias

Teorema: Fungbes compostas de fungoes continuas sao continuas.
Demo: f: X — Reg:Y — Re f(X) CY. Tomando qq sequéncia x, — a, entdo
yn = f(z,) — b= f(a). Entao g(y,) — ¢ = g(b). Assim g(f(x,)) — ¢ = g(f(a)). Toda seq
convergente tem imagem convergente.

Teorema: Toda funcao continua em um ponto é limitada em alguma vizinhanca do ponto:
30, M| f(Bol(a, d)) C Bol(0,M). Isto & |f(z) < M.
Demo: Continuidade— existe limite— Limitacao

4) Descontinuidades

Ponto de Descontinuidade: Funcao nao continua em ponto de seu dominio ’a’ — ’a’ é ponto de
descontinuidade.

Classificagao: Primeira espécie: Existem f(a®) mas que diferem entre si ou diferem de f(a).
Significa salto da func¢ao em z = a.
Segunda espécie: Nao existe (pelo menos) um dos limites laterais.

1, se x for racional
FEzxemplos: Func¢ao de Dirichlet: fp(z) = J : : , ¢ descontinua de segunda
0, se z for irracional

espécie em todos os pontos. Ja xfp(z) é continua somente em x = 0.
Teorema: Funcoes Monétonas: Nao admitem descontinuidade de segunda espécie:
sup({f(#)|z < a}) = f(a”) < f(a) < fla") = inf({f(z)]z > a}).
obs: f(a*) corresponde aos limites laterais.
Demo: Basta mostrar que existem ambos limites laterais. Considerando o caso especial de funcao
crescente, tome o limite & esquerda, e defina L= = sup({f(z)|lr € X Az < a}). Sempre existe
xo < a tal que f(xg) seja tao prozimo de L~ quanto se queira. Entdo para todo x € dBol™ (a,a—xg),
f(z) é tao prozimo de L~ quanto se queira, L~ = f(a™). Analogamente para limite o direita.
Teorema: pontos de descontinuidade de fungoes monétonas formam conjunto finito ou enume-
ravel.
Demo: Basta tomar um nidmero racional v(z), tal que entre f(x~) < r(x) < f(z™). Temos entdo
uma funcao injetiva do conjunto dos pontos de descontinuidade de f ao conjunto dos racionais.
Usamos que f(xf) < f(xy), para z1 < 5.
xo € ponto de descontinuidade isolado se 30 tal que f é continua em dBol(xy, d).
Uma funcao mono6tona nao necessita ter pontos de descontinuidade isolados! Ezemplo: Seja p, =
n%, ( ou qq outra série positiva e convergente). Seja a, uma enumera¢io dos racionais.

0, se z<0 .
h(z) = . Entao h(x) é descontinua em todos
> pn, sobre todos os pontos a, com 0 < a, <z

0 racionais positivos, monotonica e continua nos reais!. Obs: f(z™) = f(x).

5.2 Intervalos - Conjuntos fechados, abertos, compactos

1) Conjunto fechado: E o que contém todos os seus pontos de acumulagio, C é aberto se ¢’ C C.
Oposto de fechado= conjunto nao fechado.
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Obs: Pontos isolados podem pertencer a conjuntos fechados. Isso sugere o refinamento: 1.1)
Conjunto perfeito: E fechado e todos os pontos dele sdo pontos de acumulacao.

2) Conjunto aberto: E o para o qual todos os seus pontos sdo pontos interiores.

Ponto interior de um conjunto: ’a’ é interior a ’A’ se 36|dBol(a, d) C A. Oposto de conjunto
aberto: conjunto ndo aberto. it Exemplos: conjunto dos reais é aberto e fechado. O intervalo (1, 2]
nao é aberto nem fechado. O conjunto dos racionais nao é aberto nem fechado. O conjunto dos
naturais é fechado mas nao aberto.

3) Vizinhanca de um ponto: Intervalo aberto que contém o ponto. Por ex. Bol(a,0).

Aderéncia ou fecho de um conjunto A: A = AU A’. Interpretacio: E a intersecio de todos
o conjuntos fechados que contem A.

Interior de um conjunto: E o conjunto de todos os pontos interiores. Interpretacio: E a unido
de todos os conjuntos abertos contidos no conjunto.

4) Teoremas
1) Seja o conjunto 'universo’ dos reais. Entao A é aberto «» A° é fechado.

Demo: 1) Seja A aberto e seja x ponto de acumulacao de A°. Entao Ve, dBol(x,e) N A® # (), ou
seja v ¢A, e dai x € A°. Portanto A° é fechado. 2) Seja A¢ fechado. Entio x € A — z ndo ser
ponto de acumulacdo de A°. Dai existe Bol(x,e€) C A. x é interior a A.

2) A, abertos — U, A, é aberto. Obs: Cole¢ao arbitraria, enumeravel ou nao.
Demo. x € U,Ay — © € Ag, para algum (. Vizinhanga contida em Ag estd necessariamente
contida em U, A,

3) A, abertos — NY | A; é aberto. Obs: Colegdo finita.
Contra-ezemplo A, = (0,2 + 2)U (1 - 1,3)

4) UpAp = (NaAS) e vice-versa Ny Ay = (Ua AS)C. Corolario: Versoes para conjuntos fechados
de 2 e 3, trocando U por N.

5) Conjunto limitado IM||z| < M.

Cobertura de um conjunto Sejam abertos A, e Uy A, D X. {An} é cobertura de X.
Conjunto compacto E o conjunto para o qual toda cobertura tenha sub-cobertura finita.
Ezemplo: A, = (—n,n) é cobertura dos reais, que nao é compacto. A, = (%, 1-— %) € cobertura de

(0,1), que ndo é compacto, mas A, = (—%, 1+ %) é cobertura de [0, 1], que é compacto.

Teorema: Conjunto é compacto se somente se é fechado e limitado.Demonstracao um tanto
longa. Vilido para conjunto universo dos reais.

Teorema: Conjunto é compacto se e somente se todo subconjunto infinito contém algum ponto
limite.

Obs: De um ponto de vista mais geral, ser fechado ou ser aberto depende do conjunto 'universo’
ao qual se refere. Mas ser compacto nio depende. E uma propriedade mais intrinseca ao conjunto.
Obs: A CY C X pode ser aberto em relagao a X mas nao ser em relacao a Y.

Se U = R*, o intervalo (0,2] € fechado, mas nao é compacto. Se U = [0,00), o intervalo [0,2) é
aberto, mas [0,2] € fechado e compacto.

Teorema: Uma funcao continua num intervalo I compacto é limitada.

Demo: Supor f nao limitada. Construa entio x, € I|f(x,) > n. como x, é limitado possui
subsequéncia convergente em X, x, — a. Mas se pode entdo construir sequéncia f(x,,) que
cresce indefinidamente e portanto nao hd limite, contradizendo f ser continua.

Teorema de Weierstrass. Se f é continua em intervalo compacto entao existem méaximo e minimo

de f(x) no intervalo, Ja,b|f(a) < f(x) < f(b).
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Demo: I compacto — FExistem supremo e infimo. [ continua — supremo € mdximo e infimo €
mingmo.

Teorema do valor intermediario. Se f é continua num intervalo compacto e os valores da funcao

nos dois pontos extremos do intervalo sao distintos entao existe ponto no intervalo aberto para o
qual a funcao assume qualquer dos valores intermediarios.
Demo: Suponha a,b € I,a < b e f(a) < f(b). Para y|f(a) < y < f(b), defina S = {z €
la,b]|f(x) < y}. Seja s =sup(S). Considere z,, € S|z, — s. Entao f(z,) — f(s) e f(s) <y.
Por outro lado T,, = s—l—% é tal que f(T,) >y, ou s ndo seria o supremo. Dai f(T,) — f(s) > v.
Portanto f(s) =y

Teorema: Se I é compacto a continuidade de uma funcao leva a continuidade uniforme dela.
Demo: Supor f nao unif cont. em intervalo compacto I Je¢ > 0,¥0 > 0,3z,y € I||lx — y| <
IN|f(x) = fly)| > e. A ideia € construir sequéncias com |z, — yn| —> 0 e |f(x,) — f(yn)| > €.
Como I € compacto existem subsequéncias convergentes. Essas subsequéncias convergentes teriam
imagens nao convergentes, levando a contradicao com a convergéncia simples.

Importancia convergéncia uniforme: Garantir integral de Riemann. Obs: nao necessario para
outras definicoes de integral.

Teorema: Func¢ao continua se e somente se toda imagem inversa de conjunto aberto for aberto. Demo
longa.

Teorema: funcao continua leva conjunto compacto em conjunto compacto.

Demo-rascunho: Tomar cobertura de f(I). Imagens inversas dos conjunto sao cobertura de I. Existe
subcobertura finita de 1. Imagens dessas subcoberturas finitas formam subcobertura finita de f(I)

5.3 Diferenciabilidade

Definigao ’% = limy,__,¢ w == f'(a), se o limite existir.

Dai: E necessario que ’a’, além de pertencer ao dominio, seja um seu ponto de acumulacao.
Pode-se também exigir que a funcao seja definida num intervalo e a derivada a ser definida em
pontos do intervalo fechado ou interiores ao intervalo aberto. Pode-se definir derivadas a esquerda
ou a direita.

Teorema: Diferenciabilidade — continuidade.

Demo: lim(f(a+ h) — f(a)) = lim LT p — #(g) lim h = 0.

Ezemplo f continua em [a,b] e ndo diferencidvel (Weierstrass). f(x) = Y, b"cos(a"mx), com
b=num impar e 0 < a < 1 tal que ab > 1+ %’ﬂ'. Obs: busca por funcdo com essa propriedade levou
a descoberta dos fractais.

Teoremas do valor médio:

1) Se f é diferenciavel em (a,b) e f ¢ maximo (minimo) em um ponto x, a < x < b entdo f'(z) =0
Demo (mdzimo): 3Bol(x,d)|x € Bol(z,d) — f(a') < f(x). Entao tomando limites & esquerda e a
direita se encontra f'(x) com sinais opostos, e portanto nula.

2) Teorema de Rolle. Se f é continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b) e f(a) = f(b), entdo
f'(z) =0 em algum z € (a,b).

Demo: Continuidade em [a,b] — existéncia de mdzimo e minimo. Em dos dois € (a,b)

3) Teorema do valor médio: f continua em [a, b] e diferenciavel em (a,b) — Je € (a,b)|f'(c) =

f(b)—f(a)

b—a
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Demo: Basta considerar o caso anterior para g(z) = f(z) — f(a) — L9z — 4). Obs: Nao

requer [’ continua. e
Corolarios: 1) f'((a,b)) = {0} — f((a,b)) é um singleton.

2) (Vx € (a,b), f'(z) = ¢'(x)) — f(z) = g(x) + ¢

3) (Vz € (a,b), f'(x) > 0) — f é estritamente crescente.

272 sin * 0:
Contra evemplo: f(x) = g"' r (S)lnm, x % 0;
, = U

1+4zsint —2cos, x #0( oscila loucamente)
1, x=0.
f ndo € crescente em nenhum intervalo em torno de z=0.

Teorema de Darboux: f diferenciavel em [a, b] e r tal que f'(a) < r < f'(b). Entao f'(c) =r em
algum ¢ € (a,b). Em outras palavras, a funcao derivada satisfaz o valor médio, mesmo que nao
seja continua.

Demo: considerar g(x) = f(x)—rz. Entao g tem mdzimo ou minimo em (a,b) e portanto ¢'(c) = 0.

Teorema: Se f'(a) =0e f”’(a) > 0 entdo a é maximo local.

Entao f'(x) =

5.4 Exercicios

1) Considere os seguintes subconjuntos dos reais.

a) {z|lz| < 1}. b) {z]|z| < 1}. ¢) {z||lz]| < 1 Az # 0}. d) Um conjunto qq finito. e) Z. f)
{z|lz = 1}, n=1,2,3,4.. . g) (0,1), gl) com U = R* e g2) com U = R, g3) e g4): Acrescentar
z# 1. h) (0,1], hl) com U = R* e h2) com U = R, h3 ¢ h4): acrescentar z # 1.

Encontre X’ para cada X. Classifique X quanto a aberto, fechado, perfeito, limitado, compacto.

2) Estudar o exemplo: Seja p, = n%, ( ou qq outra série positiva e convergente). Seja a,, uma
enumeracao dos racionais.

h(z) = {0’ se x=0 . Entdo h(z) é descontinua em todos
> Pn, sobre todos os pontos a, com 0 < a, <z

o racionais positivos, monotonica e continua nos reais!. Obs: f(z~) = f(z). Ela é diferenciavel?

Veremos que ela ¢é integravel.

3) Discutir brevemente f(z) = (fof(ﬁ—jx) onde f é a funcdo dente de serra, f(z) = |z|
em —% <z < %, estendida periodicamente: f é continua em todos os pontos, ndo monotonica
em nenhum ponto e nao diferencidvel em nenhum ponto. Discutir caso f descrevendo posicao da
particula no tempo.

4) Discutir: A expressao qual o estado de movimento de uma particula em um determinado
instante?” Se mov para frente, para tras, estd parada. Tome por exemplo Uinst(t =0) > 0.
x+22%sinl, 2 #£0;

Contraste com o exemplo: f(x) = @
0, z=0.

1 +4rsint —2cost, z # 0( oscila loucamente)
X xT

1, x=0.

f ndo é crescente em nenhum intervalo em torno de x=0.

Se for acrescentada a informacao que a aceleracao em t=0 é negativa, muda alguma coisa?
Nivaldo: 5.21; 5.19; 5.26.

Entao f'(z) =
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Capitulo 6

Integrais

Conceito de Integral de Riemann desenvolvido antes que conceitos mais modernos: Lebesgue e
Henstock-Kurzweil( Riemann generalizado).

6.1 Definicao

1) Particdo de um intervalo fechado-Notacdo um pouco diferente que Nivaldo.

Dado I = [a,b], uma sua parti¢do é conjunto finito de intervalos fechados, nao degenerados ( tem
ponto interior) P[I] = {I; = [x;_1,x;]}, com x;11 > x;, sem superposi¢ao(=no maximo um ponto
extremal em comum) tal que zo = a, 2, = b e U;I; = [a, b].

Para integral de Rieman é necessario mais: particdo segregada( tagged partition): sP[I] =
{(I;,t;)}, onde a cada I; esta associado um ponto t; € I.

Obs: A ’particao’, entendida como conjunto dos pontos extremos dos intervalos componentes de
P, vou chamar de eP = {z;|zg = a,x, = b, x;11 > x;}.

Norma de um intervalo: ||f;|| = |x; — z;—1|. Norma de Riemann da parti¢do: ||P|| = max||L]| =
max |x; — x;_1].

Soma de Riemann:Definida para uma particao segregada: S(P, f) = >\, f(t:)||L]|

2) Integral de Riemann:
[ f(x)dz = limyp|—o S(P, f). Em outras palavras: Dado f(x) com dominio contendo I=[a,b],
JA, Ve > 0,30,VsP[I],||P|| <d = |S(P, f) — A| < e

Obs: O limite ¢ uniforme nas normas componentes, ja que ||sP|| < ¢ < VI, ||I;| < 0, e nos
pontos segregados t;, jA que se exige que a limitagao (< €) valha para qq segregacao. Requeri-
mento muito forte!
Alternativa Darboux: Supondo f(z) limitadas em I e dada parti¢ao P
M; = sup f(I;) e m; = inf f(I;). fab = inf S(P, f), com S(p, f) 0o mesmo que S(P, f) mas tomando
f(t;) — M; e analogamente para f; =supS(P, f), com f(t;) — m;. O supremo e o infimo sdo
tomados em respeito a todas a particoes. Pode ser entendida como uma quasi-segregacao especial:
Se os supremos e infimos forem méximos e minimos sera segregacao feita com os pontos de maximo
e minimo. A integral de Riemann pode ser alternativamente expressa pelo valor dos limites na

condicao de igualdade dos limites das somas superior e inferior.
Obs: Definindo m = inf f([a,b]) e M = sup f([a,b]) temos
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ml|I|| < S(P.f) < S(P.f) < M||1]

Refinamento de uma particao: P* ¢é refinamento se eP* D eP. Refinamento comum a duas
particoes: eP = eP,UePy, — P =P, UP,.

Lema: S(P*, ) > S(P, f) e S(P", f) < S(P, )

Teorema: Dadas duas particdes do mesmo intervalo P; e P, entdao S(Py, f) < S(Py, f)
Demo: Basta tomar eP = eP; N ePs, de maneira que tanto P como P, sao refinamentos de P e
usar P como ponte para relacionar as somas.

Critério de Riemann para integrabilidade:
Integrabilidade <+ Ve > 0,3P,|S(P, f) — S(P, f)| < e.

Teorema: Integral de Darboux equivale a integral de Riemann.

3) Propriedades;
Teorema: Continuidade em intervalo finito I garante integrabilidade.
Demo: Continuidade — Continuidade umforme — Ye>0,30 >0llz —y| <0 —|f(x) — fly)| <
2\I| FEscolhendo |P| < 0 tem-se M; —m; < 2\I| de modo que a soma das diferencas é magjorada por
2\I| YL = § <€, aprozimando as somas superior e inferior tanto quanto queira.
Obs: Nao é necessario. Um conjunto finito de descontinuidades de primeira espécie permite inte-
gracao.

Teorema: Se uma funcao é monoténica em um intervalo fechado, entao ela é inte-
gravel nesse intervalo.
Demo: Seja I = [a,b] e tome a particao com |I;| = |b — a|/n. Como m; = f(zf ) > f(zi1)
e M; = f(z;) < f(x;), temos que S — S < =237(f(x;) — f(wim1)) = =% Basta tomar n
grande o suficiente para garantir a igualdade das somas. Interpretacao alternativa: o conjunto das
descontinuidades é enumerdvel e pode ser ‘cercado’ para contribuir infinitesalmente.

Propriedades basicas das integrais para funcoes integraveis f e g no intervalo compacto I:
JU+g)=[f+[g [cf=c[f [ =] +] efgeintegravel, mas [ fg # ([ £)([g), em
geral.

Integrais 1mpr0pr1as Definidas por limites. H4 o caso x — oo e o caso de descontinuidade
de segunda espécie, ex fo —=dx

6.2 Antiderivada - Teoremas fundamentais do calculo- Teo-
rema valor médio

Primitiva de uma funcgao f: Se G’ = f entdo G é primitiva de f. Conceito pode ser adaptado e
um subdominio de f e & permissao de um conjunto de pontos excepcionais onde nao vale a relacao.
E importante os casos em que o conjunto de pontos excepcionais seja finito, enumeravel ou um
conjunto nao enumeravel de 'medida’ nula- a ser definido posteriormente.

Primeiro teorema: Se f ¢ integravel no intervalo compacto I = [a,b] define-se F(x) =
[7 f(z)dz. Entao
1) F(z) é continua em I
2) F ¢é primitiva de f, nos pontos de continuidade de f.
Demo: 1) Estamos supondo integral definida no intervalo e nao integral impropria, |f(z)] < M,
|F(y) — F(x)| = | [J f(t)dt| < M|y — z|. Dai F é continua. (5 < 55). 2) |f(t) — f(z)| < €
para |t — x] < 0. Escolhendo |h| < 0 na expressio da derivada de F se obtém F' = f, ji que

28



HEEHe - B9 = | JIF(1) — Flold] < .

Segundo teorema: Se f é integravel no intervalo compacto I e f tem primitiva G entao
[P f=AaG.

Segundo teorema-B- caso particular: Se f é continua no intervalo compacto I e f tem primitiva
G entdo f;f = AG.

Demo: Considere uma particio de I = [a,b] de tal modo que S — S < e. Como G € derivdvel, ¢
continua, e portanto G(z;)—G(x;—1) = |L|f(t;), para algum t; € I;. Dai’, f(t;)Azx; = G(b)—G(a).
Dai se obtém |G(b) — G(a) — [ f] <e.

Contra-exemplo: funcao integravel mas descontinua num conjunto denso de pontos a,: Con-
sidere a funcao que definimos anteriormente: f(z) = Enlanq % Essa funcao é continua para
x # a,|Vn e tem descontinuidade = # para x = a,. Além disso € uma funcdo crescente, e por-
tanto integravel. Se a, for denso num intervalo, nao hd qualquer sub-intervalo em que f(x) seja
continuo.

Teorema do valor médio: Se f é continua em [a,b], g é integravel e ndo muda de sinal, entao
fab fgdz = f(c) f; gdx, para alguma c € [a,b]. Obs: g = 1 & caso particular.

Demo: padrao

6.3 Formula de Taylor

Fungoes de classe C™: derivadas até ordem n existem e sao continuas. Método basico para obter

Taylor int por partes fCY — f(z) = f(a)+ [ f/dt. £ C? permite iterar [* f'dt = — [ f/(t)4(z—
t)dt a)+ [“(xz —t)f"(t)dt. Dai se obtem
= (z —a)"
@ =3 @ =L Ry
n=0 )

com Ry, (z) = % [F(z —t) [T (t)dt
Convergéncia para f(x) <> resto vai a zero.

Forma de Lagrange para o resto, via teorema do valor médio para g(t) = (z — t),

Ry (x) = ()& @ +)1) Todas as derivadas da exponencial se anulam

Contra exemplo: Seja f(x) = Py(z) + e ~. Em x = 0 substitua a exponencial por 0. Como
a exponencial tem todas as derivadas nulas em x = 0 a série de Taylor de f(x), é convergente, e
reproduz Py(x) e nao f(x). Faltou controlar o resto!

6.4 Integral de Riemann generalizada

A definicao de integral de Riemann é muito restritiva. Ha fungoes importante que nao sao inte-

1, se x racional;
graveis. Considere por exemplo a fun¢io de Dirichlet, f(z) =< ; S
0, se x irracional.

Essa funcao é nula num conjunto muito mais amplo de pontos do que os pontos em que ela vale 1.
Seria de se esperar que a integral dela num intervalo qualquer fosse bem definida e desse sempre
zero. Mas a integral de Riemann nao existe. Em qq intervalo I;, m; = 0 e M; = 1, e as somas
superior e inferior divergem entre si. A raiz do problema estd em que a soma de Riemann exige o
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limite uniforme na norma de cada subintervalo e na escolha dos pontos dos intervalos para avaliar
a funcao.

Uma definicao alternativa do limite seria permitir extensoes méximas distintas dos subinterva-
los: em vez de, para dado € tomar um tnico J. para exigir |P| < 4., se pode indagar a existéncia de
uma fungao, d.(z) > 0, chamada de escolha de gauge, a ser utilizada na defini¢do da soma. Para
isso é preciso usar uma particao segregada e o ponto ¢; escolhido em cada subintervalo determina
d; = 0.(t;) a ser imposto ao I;, I; C [t; — d;,t; + ;] ou, se pode mostrar a equivaléncia com a
exigéncia de que |[;] < ¢;.

A integral de Riemann generalizada se define entao pela exigéncia de que, dada uma fungao e um
intervalo compacto I, exista o nimero S tal que,
Ve, 30 (x) > O\VsPI], | ;| < 6c(t;) — |S =D f(t)|Li]| <e.

A dependéncia em x da ¢, isto é a funcao de gauge, permite uma flexibilidade muito grande.
A sua definicao pode, inclusive, ser feita de maneira a que se imponha a escolha de alguns pontos
t; especificos. Isso permite controlar os pontos onde ha descontinuidade da funcao. Essa é a
chamada soma de Riemann generalizada, ou integral de Henstock-Kurzweil. Aplicada a funcao de
Dirichlet, em um intervalo finito por exemplo, a técnica permite cercar os pontos em que f =1
com intervalos infinitesimais cuja soma das extensoes é tao pequena quanto se queira, resultando
em que somente os valores da funcao nos irracionais, f=0, contribuem efetivamente para o célculo
da integral. Resulta que a integral é zero.

Essa defini¢ao de integral nao esta ainda difundida em livros de calculo, nem na comunidade de
fisicos, mas me parece bem promissora. Toda funcao integravel a Riemann é integravel a Riemann
generalizada. Varios teoremas bésicos das integrais como aditividade, e univocidade continuam
valendo. Também, um controle mais minucioso do teorema fundamental do célculo é conseguido.

Em fisica, a integracao padrao é a integral de Lebesgue. Sua defini¢ao é um tanto trabalhosa, se
a queremos em sua generalidade. Ela é a base para definir o espaco de Hilbert das funcoes de onda
em mecanica quantica. Essa integral é baseada na no¢ao de medida de um conjunto e um especial
papel é atribuido aos conjuntos de medida nula. Um conjunto de medida nula tem uma ’extensao
total’ nula. Todo conjunto enumeravel tem medida nula, mas nem todo conjunto de medida nula é
enumeravel. A beleza e utilidade da integral de Lebesgue repousa na sua independéncia dos valores
da fungao em conjuntos de medida nula. A integral de Riemann generalizada da conta de resultar
nula ao ser integrada sobre uma fung¢ao que é diferente de zero somente em pontos de um conjunto
de medida nula. Se pode mostrar inclusive que a integral de Lebesgue nos reais estd contida na
nocao de integral de Henstock-Kurzweil, mas que essa ¢ um pouco mais geral, permitindo somar
funcoes de modulo nao integravel, o que a integral de Lebesgue nao consegue.

Discussao sobre teorema fundamental.

Em Riemann usual vale Segundo teorema: Se f tem primitiva G e ¢ integravel no intervalo
compacto I entao
fabf = AG. Obs: também se pode requerer que f seja continua, e dai decorre integrabilidade, e
tenha primitiva.

Nova versao do Segundo teorema com Riemann generalizado: Se f tem primitiva G entao f é
*_integravel e fab f = AG. Ou ainda se f tem c-primitiva ( primitiva exceto por conjunto enumera-

vel) G, entdo f é *-integravel e ff f = AG,. . Ou ainda se f tem a-primitiva ( exceto por conjunto
de medida nula) G, e se f é *-integravel entao f: f=AG,.
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Em Riemann usual vale Primeiro teorema: Se f é integravel no intervalo compacto I = [a, b]
define-se F(z) = [ f(z)dz. Entao
1) F(z) é continua em I
2) F é primitiva de f, nos pontos de continuidade de f.
Primeiro teorema para Rieman generalizado: Se f é *-integravel no intervalo compacto I = [a, b]
define-se F(z) = [ f(x)dz. Entao
1) F(z) é continua em I
2) F é primitiva de f, nos pontos © € I — Z onde Z é um conjunto de medida nula, (F é uma
a-primitiva).
3) Se existe o limite (parcial) de lim,_, + f(z) = A entdo a derivada ( a direita\ esquerda) de F
no ponto xg é A.

6.5 Integral de Riemann-Stieltjes

As vezes & conveniente tratar a soma continua (a integral) e a soma discreta ( como tipo em séries)
sob o mesmo formalismo. Isso pode ser incorporado como nova definicao de integral. A base é
considerar uma funcao crescente em [a, b], a(x), e descontinua de primeira espécie no maximo em
um conjunto enumeravel de pontos, assim a(x) > a(y) se x > y. A soma superior e inferior, a
Darboux, é modificada trocando-se a defini¢do de norma dos subintervalos: |[;| = a(z;) — a(x;_1).
A notagdo passa a ser [ fda.

Por exemplo, tomemos a(z) = O(z) = Lsex20; . Ao realizar a soma de Riemann-
0, se x < 0.
Stieltjes somente o intervalo que contém x = 0 contribui. Resulta [ fda = f(0), desde que z =0
esteja no intervalo de integracao.
Outro exemplo a(z) = > ;0(z — x;) + cx. Resulta
J2 F@)da(e) = Xy ey, 0if (2:) + ¢ [} f(@)da.

Teorema: Se o/(x) existe e ¢ integravel, assim como f(z) é integravel, entao [ fda = [ f(z)d/(x)dz.

6.6 Exercicios

1
1) Discutir fol %dz. Existe limite?

a) Fazer x = % e trocar por [, COSy(y) dy.
b) Integrar por partes e observar ¢ flR rdy = BE\T + flR L2dx. Encontrar limite para

a integral remanescente. ¢) Mostrar que por um argumento tipo sequéncia de Cauchy se pode
assegurar a existéncia do limite.

d) Mostre que esse é um exemplo em que a integral do modulo diverge.

2)6.3e6.4;6.7€6.11 6.14

3) Considere a seguinte funcao: f(x) = Zn\[(1—2—n)<x] % Esboce um grafico dessa funcao.
Discuta sobre a fungdo [* g(x)df, onde g(x) é, digamos a) g(x)=1; b) g(x)=x.
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Capitulo 7

Séries de Funcoes

7.1 Sequéncias

Notacao f,(x). Ha diferentes tipos de convergéncia- conforme a estrutura que seja definida
no espaco de fungbes. Agora tratamos de convergéncia pontual: f,(z) — f(z), se Va €
X, 3f(x)| im0 fru(z) = f(2).
Ou (Ve > 0,z € X)(3N € N)(n > N — |fu(z) — f(x)] < €). Note que, implicitamente,
N = N(e, x).

Convergéncia e Integrabilidade, Continuidade e Diferenciabilidade.
Contra-exemplos
0,z €10,1)
l,x=1
— 0= f(z)

I- Continuidade: X = [0, 1], fu(z) = 2™ fu(T)n—y0o — { — f nao continuo.

II- Diferenciabilidade: X = (—1,1), fu(x) =
—n2g2 1, z=0
o= i, a0 A0
2z, 0 <z < %
ITT- Integrabilidade: f,(z) = ¢ 2n —2n’z,5- <z <t — 0= f(x)
0, % <zx<l1
fol fa(z) = 3 — 1. Alternativa para dominio na reta toda: f(z) =1— |z —n|, paran—1 <z <
n + 1, e nula fora desse intervalo. Obs: Relagao com convergéncia na norma.

Critérios suficientes:
Convergéncia uniforme (Ve > 0)(IN € N)(Vz € X)(n > N — |f.(z) — f(z)] < €). Notagao

minha f,(z) lﬂ)ff(ac)

T
14n222 5 oo
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Conv. Uniforme

Descrigao alternativa: Ve > 0,IN € N,n > N — Supy({|f(z) — fu(x)]}) < e. Onde
Supx ({|f(z) — fu(x)|}) é o supremo nos valores de x € X de |f(z) — f.(z)|. Assim, é preciso
que nao haja nenhum valor de f,(z) que viole a desigualdade em ¢, quando n > N.

I- Integrabilidade. (f,(z) integraveis em [a,b], f.(x) lﬂi f(z)) — (f integravel, [lim f, =

lim [ f,).

Demo: 1) Para n > N se pode consequir Vr € [a,b], fu(r) —ea < f(z) < fu(z) + €1 e dai
§(P7 f) < S(P7 fn) + €1|b —_CL| € §(P7 f) > §(P7 fn) - 61‘[) o CL‘. ASSim: tomando ‘b - CL‘Gl = 6/1;
S(P, f) = S(P, f) <21+ (S(P, fn) = S(P, fn)) < € = 2¢] + €.

-

2) Usando q f é integrdavel, | [ f, — 2f| = [(fa =D <[ 1fa—f] <f|bi1a| = ¢.

unif
—

0 ( tomar N > 1), mas

_Z
n

Importante: intervalo limitado é essenciall Veja f,(z) = e
limy, oo [ fro =limy oo 1 =1% [lim, o f, =0
II- Continuidade. f,(z) continuas [a,b] (entao sao unif continuas) e conv uniforme
— f continua [a, b]
Demo: Supondo n,m > N na continuidade das fungoes f,, | f(z)— f(y)| = |f(x) = fu(x) + fulz) —
F() + fn(y) = F)| < [f(2) = ful@)] + [fal@) = fn @)+ fmy) = FY)| <t e+ e =€
III- Derivada. Nao basta converg unif da sequéncia, mas é suficiente convergéncia unif da
seq de derivadas: a) f,(z) diferenciaveis em [a,b]; b) f!(x) unif convergente em [a,b]; ¢) f,.(xo)
convergente em algum xy € [a,b] entdo 1) f,(x) unif convergente para f; 2) f diferenciavel ; 3)
f=1limf.

Demo: Usar convergéncia das derivadas e trocar limite e integral delas.

7.2 Séries de funcoes

Herdam as nogoes de convergéncia e convergéncia uniforme das sequéncias de somas parciais.
Herdam propriedades de continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade andlogo a sequéncias.

Testes de convergéncia pontual: podem ser generalizados para conv uniforme desde que critérios
sejam independentes de x.

Teste M de Wieerstrass:

Sejam f,(x) dominadas em modulo por série numérica Vo € X, |f,(x)] < M,. Entdo > M,
convergente — f,, uniformemente convergente.
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Demo fo(x) converge pontualmente por comparacio. |f(z) — SO fa(z)| = | > a1 fal)] <

Yonat [ fa(@)] <3N M, que independe de x e vai a zero qdo N wvai a infinito.

Ezemplos 1) Y- e™n*, s > 1. 2) ((s) = > =, Unif conv para Rz > 1+ 6, 6 > 0. De fato
L < ﬁ Obs: Nao unif converg quando s — 1.

T pRs| =

L

ns

7.3 Séries de poténcias

f(z) => a,z"™, eventualmente © = y — y,.
Teorema: Se f converge para x = xy entdo 1) converge uniformemente e absolutamente para
lz| < |zo|; 2) f é diferenciavel nessa regiao e a série derivada para f' =Y za,z""! converge.
Corolario: Todas derivadas existem e sao diferenciaveis.— fungéo analitica.
Demo: |ayzf| < M. Dai se |z] < ¢ < |:I:0| |anx | = |anxgm"| < M‘ o= Mr", v < 1. Mas Mr"

converge. Para derivadas |a,nx™ 1| < 25nr™! que converge pelo teste da razao.

Lema de Abel: Se para algum x 7-i (())| Vn, la,xy] < M entdo a série é a) Absolutmnt converg
pra |z| < |zol; b) Unif converg para |z| < r < |zg|.

Raio de convergéncia: R = sup{r|3M,,Vn,|a,r"| < M,}. Significa: ) a,x™ unif conv para
|z] <r < R.
Ezemplos: 1) R(z") =1; 2) R(%) =1; R(%;) = 1.

Teorema de Cauchy-Hadamard: Se p = limsup, . |a,|* entdo R = 1
Demo: Considere p < p < p”, de modo que (p'r)* < (pr)™ < (p"r)*. Se n sufic grand temos
(P'r)" < |an|r™ < (p'r)*. Ser = # (r= %), entdo |a,|r" <1 .....

7.4 Expansao Assintotica

Convergéncia X Rapidez na convergéncia

Qtos termos necessarios para alcancar representacao da fungao com precisao requerida?—>
Velocidade da convergéncia maior se menos termos.
Contraezemplo: In(N +1) — 3N i

Importante: Alcancar boa aproximacao com poucos termos pode prescindir de
convergéncia.

Ex: Integral exponencial F;(x) = fxoo et;tdt, x > 0. Integrando por partes n vezes se obtém

R . k! il A
Ei(7) = 7[;(—1) ﬁ] +(=1)"" (n+1)! T
h S;(rx) Rn:(x)
Mas [~ tn+2 < [ ;n—fQ = £ eassim |R,q(2)] < (n+ 1) 55 oo — 0. A série obtida igno-

rando o resto, nao é convergente para nenhum valor de x! No entanto a série truncada representa
bem a funcao para valores grande de x. Note ainda que os termos da série de S,, tem razoes entre
termos sucessivos indo a zero para x indo a infinito.

Formalizagao: Expansao assintotica. Notacao Bachmann-Landau.

1) Da mesma ordem, 'O’ maitsculo: f(z) = O[p(2)]s—00o <> |f(2)] < A|(2)]s—00. fdominada

por ¢.
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Ex: sin(z) = Olx]; 52% = O(2?); 3z + sin(x) = O(x); 52% = O(2%),—0 = O(x) 0.
Obs: O(1)= Limitada em modulo.

2) De ordem inferior, 'o’ mintsculo. Razdo vai a zero. f(z) = o(x) +» L& )|—> 0. Obs: o(1)=
val a zero.

3) Expansao assintotica: f(z) = ZN Cn®n(z) + Ryy1(x), com ¢pi1 = 0(¢y) € Ry = O(dpi1)

Propriedades: Teorema: Dado um conjunto de fungoes, ¢,, a expansao assintotica de
f(z), se houver, é univoca. Demo: iterativa. Escrever dupla série e obter 0 = f(x) — f(z) =
S (ex — &L)pr(x) + Oldnyi(x)] Mas se co # ¢y, multiplicar série por ¢y' e tomar o limite para
obter cg — d = 0.
Exemplo: Logaritmo em série de poténcias negativas de x. In(1 4+ z) = In(z(1 + i)) = In(z) +
In(1+ 1) = In(z) + Zk 1 kxiH + Ry(x). Como erro cometido em série convergente alternada é
menor que primeiro termo desprezado, |R,(z)| = O(=5)-

Teorema: Toda série de poténcias com raio finito define série assintotica, para v — 0.
Demo parar < R convergéncia — |a,r"| < M. Dai o resto de ordem n serd, para o caso de |z| < §

Ra(@)| = |55 477 = |55, ar2] < M 27 = Alz™. Assim R, = O[z*1].

Operagoes com expansoes assintdticas: Podem ser tratadas como polinémios: So-
madas, multiplicadas, divididas ou mesmo compostas f(g(z)).

Integracao: se fo t)dt existe, entao se pode integrar termo a termo expansao assintotica de f.
Derivacao: Se f apresenta expansao e [’ também, entdo se pode derivar termo a termo.
Exs:

1) erf(z) = % [y e dt = } JoT et dt — 2 [ e " e, Daf
T 1)k o] —12

L5 (1= erf(v)) = wi o wrimilen — I st

2) Ci(z) = — [ =5 c=t) 4t. Obtenha a expansao assintotica

para f: %Stdt sz —|—fx Smtdt

7.5 Exercicios

Livro Nivaldo:

7.1- Trivial, com identidade trigonométrica.
7.2 Lembre-se que para 0 < z < 1, 2" val a zero mais rapidamente do que n cresce. A
f(z) = lim, o fu(x) é continua? O que acontece com o lim, . fn(nl—2)? Tendo em vista o
limy, o0 gn (%), & verdade que Supyy ;({|gn(2)]}) vai a zero? Obs:lim(1 — )" = hm(@) =1
ou ndo é?7 Observe que no caso de g,(x), o limite é continuo. Isso requer convergéncia uniforme?

Lembre-se da descricao alternativa de convergéncia uniforme: Ve > 0,3N € N,n > N —
Supx ({|f(z) = fu(x)|}) < €. Onde Supy({|f(z) — fu(x)|}) & o supremo nos valores de =z € X de
|f(x) — fu(z)]. Assim, é preciso que nao haja nenhum valor de f,(x) que viole a desigualdade em
€, quando n > N.

7.5) Apele para o teste M de Weierstras.

7.7) Que acontece com f,(n)? Explore en = (en)
analisar a convergéncia uniforme em [—a, al.

x
a

, ou localize os maximos e minimos para
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7.11) Separe x € Z dos nao inteiros. O limite é continuo? Ve também pode analisar qdo x se
aproxima de um inteiro, por exemplo z,, = #ﬁ

7.13) Analise f,(£). Verifique que mesmo assim se pode trocar limite por integral! Como muda
a analise da uniformidade para f,, se o intervalo for [a,1), com 0 < a < 1?7 Quanto a g, reescreva

Gn = lin' Em que isso ajuda?

7.16) Separe os termos positivos dos negativos e some-os, até n = N, separadamente. Veja que
cada soma é dominada pela soma de +|a,| e analise se cada soma separada é convergente.
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